respostes: aquest nostre pais tan petit, si no el
defensem nosaltres no ens el defensara ning, i
necessita ser defensat. Aquest és el maxim comu
divisor (permeteu-me aquest parallelisme mate-
matic) de les trenta-cinc entrevistes, el maxim
comu divisor, en clar creixement, dels set mi-

lions i mig de catalans, que només aspirem a
ser el que nosaltres vulguem ser, i no el que
ens diuen que hem de ser; el maxim comu divi-
sor d’aquests set milions i mig de catalans que
només volem gaudir del fruit del nostre treball:
no volem ni mereixem més, perd tampoc menys.

Enric Ventura
UPC

Racé biografic

Karl Weierstrass (1815-1897)

Karl Weierstrass nasqué
el 31 d’octubre de 1815 a
la petita vila d’Ostenfelde,
prop de la ciutat de Miins-
ter (centre-oest d’Alema-
nya). L’any que naixia We-
ierstrass, Napoled era der-
rotat a Waterloo i Cauchy,
amb vint-i-sis anys, entra-
va com a professor assistent a 1’Escola Politec-
nica.

Weierstrass fou el primer fill del matrimoni
catolic format per Wilhelm Weierstrass i The-
odora Forst, els quals tingueren un altre fill,
de nom Peter, i dues filles, Klara i Elisa. Poc
després del naixement d’Elisa (1826) la mare
va morir i al cap d’un any el pare es va tornar
a casar. La familia Weierstrass era de classe
mitjana, el pare va treballar sempre en carrecs
de gestié que els permetien viure si controlaven
les despeses. El seu desig era que els seus fills
poguessin assolir una posicié superior per via
d’un alt carrec a I'administracié publica prussi-
ana, i amb aquest proposit va encaminar la seva
educacio. El jove Weierstrass va resultar brillant
en els estudis secundaris que va cursar a I'Ins-
titut (Gymnasium) Catolic de Paderborn, on
va guanyar molts dels premis que s’oferien per
als millors estudiants en les diverses materies.
En aquella epoca, també va treballar com a
comptable en un comerg. El pare, satisfet amb
tots els exits del seu fill, va decidir enviar-lo a
la Universitat de Bonn perque estudiés admi-
nistracié i finances publiques, materies que no
tenien cap interes pel jove Karl, que ja havia
comencat a tastar les matematiques superiors

llegint el Journal de Crelle. Pero Weierstrass,
davant 'autoritat del seu pare, no va ser capag
de manifestar-1i els seus veritables interessos i
va marxar cap a Bonn. Una vegada establert a
Bonn, en lloc d’assistir a les classes que li toca-
ven es va posar a estudiar matematiques pel seu
compte. Una de les seves primeres lectures va
ser la Mecanica celeste de Laplace, que li va des-
pertar un gran interes pels sistemes d’equacions
diferencials. Pero el que més el va captivar va
ser el tema, llavors candent, de les funcions el-
liptiques. Va voler llegir la publicacié recent de
Jacobi Fundamenta nova theoriae functionum
ellipticarum (1829), pero li va resultar massa
dificil ja que el llibre pressuposava el coneixe-
ment d’un tractat sobre funcions elliptiques que
havia escrit Legendre. Llavors va decidir llegir
unes transcripcions d’unes llicons de Christoph
Gudermann sobre funcions elliptiques que li van
resultar entenedores i, al mateix temps, també
va llegir els treballs d’Abel. Abel era per a ell
un matematic model, sempre va aconsellar als
seus estudiants que llegissin Abel. Des de llavors
I'estudi de les funcions elliptiques i de tot allo
que s’hi relaciona passaria a ser el leitmotiv dels
seus treballs i recerques. Tota aquesta dedica-
ci6 a 'estudi de les matematiques no li deixava
massa temps lliure, pero és sabut que també
practicava ’art de I’esgrima i que li agradava
molt sortir de gresca amb amics i beure cervesa.

D’aquesta manera van passar quatre anys,
al final dels quals va tornar a casa del seu pare
sense portar cap titol académic a la butxaca. El
drama familiar estava servit: el pare, les germa-
nes i el germa se’n feien creus i van arribar a
pensar que ja res es podia fer amb ell, estant
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com estava aficionat a una disciplina com les
matematiques, que de cap manera el portarien
a ocupar un alt carrec dins I’administracié de
I’Estat prussia. Llavors, seguint el consell d’un
amic de la familia, van decidir salvar el fracas
de Bonn portant-lo a la velna ciutat de Miins-
ter per tal que seguis els estudis de magisteri
a I’Academia Teologica i Filosofica d’aquesta
ciutat. Weierstrass no es va oposar a aquesta
decisi6 familiar perque sabia que precisament en
aquest centre docent és on donava classes Chris-
toph Gudermann, les lectures del qual I’havien
ajudat a entendre les funcions elliptiques quan
estava a Bonn.

Una vegada a Miinster, tenia llavors vint-i-
quatre anys, a part de les assignatures correspo-
nents al magisteri, es va matricular al curs que
impartia Gudermann sobre funcions elliptiques
i s’explica que dels tretze alumnes que van assis-
tir a la 1li¢6 introductoria de Gudermann, només
Weierstrass va continuar assistint a les classes
d’aquell curs.

Gudermann utilitzava molt les series de po-
tencies i va transmetre aquesta aficié a Weiers-
trass. En efecte, les series de poteéncies passarien
a ser la seva eina preferida, i anys després Mit-
tag Leffler diria (ironicament?) que semblava
que per a Weierstrass tot es resolia utilitzant
series de potencies. A 'examen final per obtenir
el titol de professor, inspirat en Gudermann, va
presentar un estudi sobre el desenvolupament
en serie de potencies de les funcions elliptiques.
El treball va ser avaluat molt positivament pel
tribunal, que va poder veure la gran capacitat i
inventiva matematica del jove Weierstrass, pero,
malauradament, aquell tribunal només estava
autoritzat per a donar-li el titol de professor de
secundaria.

Des del 1841 i durant catorze anys We-
ierstrass va exercir de professor d’ensenyament
secundari, el primer any a Miinster, després
a Deutsche-Krone (Prussia de l'oest) i final-
ment a Braunsberg (Prussia de l'est). Durant
aquests anys Weiestrass va haver d’ensenyar,
a més de matematiques i fisica, botanica, geo-
grafia, historia, llengua alemanya, calligrafia i
gimnastica! Pel seu compte continuava llegint a
Abel i Jacobi. En aquest periode, tot i que estava
molt allunyat dels centres on hi havia activitat
matematica, va publicar els seus dos primers
articles, el primer sobre factorials analitics i el
segon sobre integrals abelianes, pero cap d’a-
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quests dos treballs va tenir cap resso entre els
matematics de primera linia, ja que foren editats
en revistes locals de les escoles on treballava.

Cap al 1850 va comencar a patir uns
vertigens que el van afectar més de dotze anys i
que 'impedien de desenvolupar les seves tasques
amb normalitat. A partir de llavors la salut de
Weierstrass sempre fou delicada. L’estiu de 1853
el va passar amb els seus pares, que vivien a
Westernkotten (Westfalia). Weierstrass va apro-
fitar aquesta estada per a redactar una memoria
sobre funcions abelianes en la qual resolia un
problema important, obert des de 1832, sobre la
inversié d’integrals hiperelliptiques. Va decidir
enviar un resum d’aquest treball al Journal de
Crelle i aquesta important revista li va publicar
Iarticle 'any seglient en el volum 47. Quan els
matematics d’elit, desconeixedors dels seus dos
primers articles, van llegir aquell treball es van
preguntar qui era aquest Weierstrass que mai
havia publicat res i que ara, de sobte, es desco-
bria amb un treball d’excellencia. Liouville va
dir que era un d’aquells treballs que marcaven
epoca. De la nit al dia Weierstrass es va con-
vertir en un matematic conegut. La Universitat
de Konigsberg li va concedir el grau de doctor
honorari el 31 de marg de 1854 i després li va
ser concedit un any sabatic perque pogués con-
tinuar les seves recerques sense cap obligaci
docent. Passat aquell any, ja no va tornar més a
I'Institut de Braunsberg. Havia demanat ocupar
la plaga que deixava vacant Kummer a la Uni-
versitat de Breslau (Kummer anava a Berlin per
ocupar la que deixava Dirichlet, i aquest ultim
anava a Gottingen a ocupar la de Gauss que
havia mort el febrer de 1855). Pero la plaga de
Breslau no va ser concedida a Weierstrass, per-
que tant Kummer com Dirichlet havien mogut
peces per tal que Weierstrass no anés a Breslau
siné a Berlin. I aix{ va ser, el 14 de juny de 1856
li van donar una placa a I'Institut Industrial de
Berlin i mesos després entrava com a professor
associat a la Universitat de Berlin, carrec que
va exercir juntament amb "anterior. El novem-
bre d’aquell mateix any fou elegit membre de
I’Academia de Berlin. Weierstrass tenia llavors
quaranta-un anys i iniciava una fulgurant car-
rera universitaria. El maig de 'any segiient, el
1857, moria Cauchy.

Més endavant va passar a ser professor ordi-
nari de la Universitat de Berlin i finalment, I’any
1864, quan tenia quaranta-nou anys, obtingué



una catedra a la mateixa Universitat de Berlin,
catedra que ja no va deixar fins que es va jubilar
als setanta anys.

La Universitat de Berlin havia obert les por-
tes el 1810, i durant les primeres dues decades
va ser ben poc rellevant pel que fa a les matema-
tiques. En aquells moments el pais capdavanter
en aquesta disciplina era Franca i més concreta-
ment Paris, només cal recordar noms com el de
Lacroix, Monge, Lagrange, Laplace, Legendre,
Fourier, Poisson, Cauchy, etc. Pero el 1828, quan
Dirichlet va entrar a la Universitat de Berlin,
aquesta va iniciar un lleuger ascens i fou a la
segona meitat del segle, amb Weierstrass, Kro-
necker i Kummer, que aquesta universitat va
passar a ocupar el primer lloc en el ranquing
matematic europeu. Kummer s’hi havia incor-
porat el 1855 i Kronecker i Weierstrass ho feien
l'any segiient, el 1856.

Weierstrass va organitzar els seus cursos re-
gulars d’analisi en quatre semestres. El primer
donava la teoria de les funcions analitiques, el
segon, la teoria de les funcions elliptiques, el
tercer, I’aplicacié de les funcions elliptiques a la
geometria i a la mecanica i, el quart, la teoria de
funcions abelianes. Aquest cicle el va anar repe-
tint fins a la seva jubilacio. També va impartir
llicons sobre calcul de variacions.

En aquests cursos va donar a coneixer la
seva manera de presentar l’analisi de variable
complexa a partir de les series de potencies i la
seva prolongacio analitica. I va ser aleshores que
Weierstrass s’adona que mancava precisio en
les definicions basiques de I’analisi matematica
que I'havia precedit. Segons ell calia alliberar-la
de qualsevol préstec de la geometria, sobretot
si es tenia en compte que servir-se d’intuicions
geometriques podia portar a engany, com ell
sabia molt bé després d’haver trobat una fun-
ci6 continua que no era derivable en cap punt,
en contra d’una creenca forca comuna que tota
funcié continua era derivable en tots els punts,
llevat, potser, d’alguns punts aillats. Es va ence-
tar llavors el que s’ha convingut a anomenar «el
periode d’aritmetitzacié de I’analisi>, procés en
el qual van intervenir matematics com Heine,
Cantor, Dedekind i Meray, pero que, de fet, ja
havia tingut predecessors com Martin Ohm, i,
sobretot, Bolzano, matematic que en aquells mo-
ments era ignorat pels cercles d’elit. Weierstrass
va admetre com a donats els nombres naturals,
pero afirmava que la resta s’havien de definir

sense cap ambigiiitat —Kronecker deia que els
naturals eren obra de Déu i tota la resta era
obra de I’home. Weierstrass va crear una fona-
mentacié aritmetica dels nombres irracionals
que va comencar a explicar el curs 1863-1864,
pero mai la va publicar; també va demostrar
que els nombres complexos eren I'tinica exten-
sié algebraica commutativa dels nombres reals
i, en general, va revisar totes les definicions i
conceptes relatius a funcions, successions, series,
continuitat, derivabilitat, etc., que s’havien fet
servir fins llavors. Dins aquest procés de revisio
i fonamentacié de I’analisi hi ha la definicié del
concepte de limit, introduint el joc d’epsilons i
deltes, ben conegut per tots nosaltres.

El 1864 Weierstrass i Kummer van fundar
el Seminari de Matematica Pura, inicialment
dirigit als estudiants avantatjats a copia de pre-
sentar problemes de dificil resoluci6 i discutir
sobre ells, pero, amb el temps, es va convertir en
lloc de trobada dels matematics d’arreu d’Eu-
ropa. Weierstrass no publicava els resultats de
les seves recerques, pero en canvi ho explicava
tot en els seminaris i les classes, cosa que va fer
que el nombre d’estudiants i matematics que
anaven a Berlin per escoltar-lo s’incrementés
notablement. Fins llavors mai una universitat
havia reunit tants estudiosos de la matematica,
la llista és llarga: H. Burkhardt, L. Boltzmann,
G. Cantor, G. Frobenius, L. Fuchs, O. Holder,
A. Hurwitz, E. Husserl, W. Killing, F. Klein, L.
Konigsberger, S. Kovalevskaia, S. Lie, H. Mellin,
H. Minkowski, G. Mittag-Leffler, M. Planck, A.
Pringsheim, C. Runge, A. Schonflies, F. Shur,
H. Schwarz, O. Stolz etc., pero cal dir que no
tots els qui anaven a Berlin estaven plenament
d’acord amb els metodes de Weierstrass. Alguns
eren critics amb el seu allunyament radical de
la geometria. Aquest era el cas de S. Lie i F.
Klein, els quals se sentien molt més propers als
metodes de Riemann, metodes que havien estat
precisament criticats per Weierstrass.

La manera exclusivament oral en que Weiers-
trass comunicava les matematiques va fer que
molts dels seus conceptes, metodes i resultats
fossin coneguts abans pels seus oients que no pas
pel public matematic en general. Un exemple el
trobem en la concepcid i us de la convergencia
uniforme que ell ja havia fet servir el 1841 per
tractar la derivabilitat d’una serie de poteéncies.
Ho havia escrit en un paper, pero aquest paper
no es va poder llegir fins que es va comencar
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a publicar la seva obra el 1894; en canvi, els
seus alumnes coneixien prou bé la continuitat
uniforme, ja que ell la utilitzava a les classes des
de 1856.

Weierstrass solia escriure tot allo que troba-
va en les seves recerques en papers esparsos, i
molts d’aquests papers anaven amunt i avall en
una maleta blanca que solia portar quan ana-
va de viatge. Malauradament, el 1880, aquesta
maleta es va perdre mentre feia un viatge de
vacances i ja no s’ha recuperat mai més, no
sabem doncs les idees i projectes que contenia.
Gran part de 'obra de Weierstrass s’ha recupe-
rat gracies als apunts, llicons i notes dels seus
alumnes brillants i dels seus seguidors en gene-
ral, que s’han encarregat de donar a coneixer el
llegat del seu mestre a tot el mén.

Es interessant observar que, a causa del seu
delicat estat de salut, molt sovint es veia obli-
gat a donar les classes assegut en una butaca;
feia sortir un alumne a la pissarra, i mitjancant
la interrogacio socratica, desenvolupava la llicd
d’aquell dia. Weierstrass, des dels anys de pro-
fessor de secundaria estava entusiasmat amb el
metode socratic. Segons ell aquest era el metode
adequat per a I’ensenyament universitari.

La primera part de la decada dels anys se-
tanta va ser una de les millors per a Weiers-
trass, sobretot per la seva trobada amb Sofia
Kovalevskaia, de qui va dir que, a més de ser una
gran amiga, havia estat la millor de tots els seus
alumnes. Sofia Kovalevskaia (1850-1891) era filla
d’una familia que formava part de 'aristocracia
russa, des de molt jove s’havia interessat per
les matematiques, i, en complir divuit anys, va
demanar als seus pares anar a estudiar mate-
matiques a Heidelberg. Aconseguir-ho no li va
ser gens facil, ja que en aquella societat tradici-
onalista russa en que vivia no era ben vist que
una dona cursés estudis superiors, es conside-
rava totalment reprovable que visqués sola i a
Pestranger. Aixo va fer que Sofia decidis mun-
tar un casament de conveniencia amb Vladimir
Kovalevski, un estudiant de geologia que tenia
un any més que ella. A Heildelberg va estudiar
funcions elliptiques amb Leo Konigsberger, que
havia estat un dels primers deixebles de Weiers-
trass i aquest li va aconsellar que anés a Berlin a
escoltar directament el mestre. El problema era
que les dones no eren admeses de manera oficial
a la Universitat de Berlin, en general a Prussia
no ho serien fins al 1908. Sofia va concertar
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una entrevista amb Weierstrass per demanar-li
que l'acceptés a les seves classes; en aquesta en-
trevista, Weierstrass va quedar molt gratament
sorpres del saber i actitud d’aquella noia i va
lluitar per tal que fos acceptada a la Universitat,
cosa que no va aconseguir. Llavors va decidir
fer-1i classes particulars, i aixi va ser. Sofia va
residir a Berlin fins a 'estiu de 1874, any en
que torna a Russia, pero en aquells quatre anys
s’havia iniciat una profunda amistat entre ells
dos que només interrompria la sobtada mort de
Sofia 'any 1891, quan només tenia quaranta-un
anys.

Aconsellada per Weierstrass, va preparar
tres treballs per poder optar al grau de doc-
tor. El primer era sobre 'existéncia de solucions
analitiques per a un cert tipus d’equacions en
derivades parcials (avui es coneix com el teore-
ma de Cauchy-Kovalevskaia), el segon era un
estudi sobre els anells de Saturn i el tercer trac-
tava sobre una reduccié d’integrals abelianes
a elliptiques. Aquests treballs van ser presen-
tats a la Universitat de Gottingen 1'agost de
1874 pel propi Weierstrass en abséncia de Sofia
Kovalevskaia. El tribunal va valorar molt posi-
tivament els tres treballs i va decidir concedir-li
el grau de doctor pel primer treball. Després
d’aquests quatre anys, Sofia va tornar poques
vegades a Berlin pero al llarg de la seva curta vi-
da va mantenir una viva correspondencia amb el
seu estimat mestre. Es van intercanviar més de
cent-seixanta cartes, de les quals només es con-
serven les que va rebre Sofia, ja que Weierstrass,
en saber la seva mort, profundament dolgut, va
cremar les que Sofia li havia enviat. La vida de
Sofia Kovalevskaia és molt interessant per molts
altres aspectes més enlla de les matematiques,
aqui, pero, ens hem ajustat a la seva relacié amb
Weierstrass.

Pel que fa a les relacions de Weierstrass amb
els seus collegues de la Universitat van ser sem-
pre cordials, pero cap a final de la decada dels
setanta Kronecker va comencar a adoptar una
actitud critica envers els metodes infinitistes de
Weierstrass. Kronecker no acceptava ’existéncia
de l’infinit actual, i, per tant, no acceptava la
teoria de conjunts de Cantor, a qui, per cert,
va fer la vida impossible amb les seves dures
critiques cap a tota la seva obra. D’altra banda,
Cantor era un dels deixebles predilectes de We-
ierstrass. Kronecker tampoc creia en 'existencia
d’un element matematic si aquest no es podia



trobar amb un nombre finit de passos. Amb els
anys, les critiques de Kronecker cap a Weiers-
trass van augmentar de to i estaven farcides de
mordag ironia, cosa que va doldre profundament
Weierstrass i va fer que s’acabés la bona relacié
que hi havia hagut entre ells.

Quan Weierstrass va complir setanta anys es
van reunir a Berlin alumnes i seguidors d’arreu
per retre-li un homenatge amb motiu de la seva
jubilacié. Quan en va complir vuitanta, se li va
fer un altre homenatge. Weierstrass es mantin-
gué solter tota la vida i a Berlin vivia amb les
seves dues germanes. La vida de Weierstrass
van ser les matematiques. No es va implicar en
politica i solia evitar la vida ptublica social pero,
quan per algun motiu havia de manifestar les
seves idees, sempre mostrava un esperit liberal
i democrata. Li agradava el pensament Kantia i
era contrari al de Fichte i Schelling. El moles-
taven els fanatismes politics i religiosos, ell era
catolic pero sempre va ser molt respectuds amb
les altres formes de culte, fins i tot en un discurs
que va fer quan va ser anomenat rector de la
Universitat de Berlin, va valorar positivament
la significacié cultural que havia tingut la Refor-
ma en el seu temps. No se sentia motivat per la
musica i, llevat de la poesia, no se li coneixien
altres aficions culturals. Els tres tltims anys de

la seva vida van ser particularment dolorosos,
ja no es podia moure i estava sempre assegut en
una butaca. El 1891 havia mort L. Kronecker i
el 1893 E. Kummer. Weierstrass va morir d’una
pneumonia el 19 de febrer de 1897, a I'edat de
vuitanta-dos anys.

La publicacié de 'obra de Weierstrass es va
iniciar els tres ultims anys de la seva vida. Els
dos primers volums van apareixer el 1894 i 1895,
i 'altim volum publicat, el sete, 'any 1927. Avui
dia encara hi ha part de I’obra matematica de
Weierstrass sense publicar.
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Webs de matematiques

Guerra de grafiques

Us convido a una partida de guerra de grafiques.
Esun joc tremendament addictiu i for¢a adequat
per a matematics, que us fara passar estones
divertides amb les funcions i les seves grafiques.
El joc s’anomena Graphwar i el podeu trobar a
graphwar.com.

El camp de batalla és el rectangle [—25, 25] x
[—15,15] dins R2. El teu exercit sén quatre bole-
tes, cercles de diametre 1, collocades a I’esquerra
del rectangle (z < 0), i 'enemic sén quatre bo-
les similars a la banda positiva oposada. Les
teves armes son les funcions reals. Distribuits
pel rectangle hi ha uns obstacles en forma de
boles negres aleatories que bloquegen els trets.

Per torn, dispares des d’un dels teus soldats-
bola. I dispares segons la trajectoria d’'una funcio
real y = f(x). El programa dibuixa la funcié,
afegint-li una constant per tal que passi pel
soldat-bola actiu, i aleshores el tret segueix la
grafica de la funcid. Si el tret entra en contacte
amb un soldat (alie o propi, compte!), el fulmi-
na. A figura 1 podeu veure un camp de batalla
senzillet, amb pocs obstacles, i un tret fet amb
la funci6 y = x/3, que malauradament passa
entremig de dos soldats enemics.

A partir d’aqui, I'"inica limitacié és la vostra
imaginacié i 'habilitat que tingueu a triar fun-
cions que obtinguin la grafica desitjada. Sembla
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